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Opgaver:

Nar vi indfgrer talsystemer, sa starter vi med at definere plus og gange. For nogle talssystemers
vedkommende giver det sa anledning til, at vi ogsa kan traekke fra og dividere. Men sadan er det ikke altid.
De talsystemer, som ligner de rationale tal og de reelle tal (og for den sags skyld de komplekse tal), og
hvor vi derfor automatisk far subtraktion og division med i kabet, kaldes legemer. De opfylder falgende
definition.

Definition
Lad L veere en meengde og + og - veere to regnearter herpa. Da siges L at veaere et
legeme, hvis

L.1: a4+ b=0b+a for alle a,b

L2 a+ (b+c)=(a+b)+cforallea,b,c

L.3: Der findes et element kaldet 0, sa a + 0 = a for alle a

L.4: For alle a findes der et element kaldet —a saledes at a + (—a) =0
L5 a-b=2b-a for alle a,b

L6:a-(b-c)=(a-b)-cforallea,b,c

L.7: Der findes et element kaldet 1, sd a - 1 = a for alle a

L.8: For alle a # 0 findes der et element kaldet a~!, séledes at a-a~! =1

L9 a-(b+c¢c)=a-b+a-cforallea,b,c

Laesevejledning til nedenstaende opgavesaet:

| opgave 1 arbejdes der med legemet med 5 elementer. Opgave 2 behandler dernaest legemet med 8
elementer. Opgave 3 handler om systemet af to gange to matricer, som udger et vigtigt eksempel pa et
talsystem, der ikke opfylder alle 9 regler L.1, . . ., L.9 ovenfor, og som derfor ikke er et legeme. Dette
talsystem er ikke endeligt, men det er medtaget i opgaveseettet, fordi det pa en fin méade illustrerer, at
man ikke kan tage reglerne ovenfor for givet, herunder at den kommutative lov for multiplikation holder.
| opgave 4 vises det, hvordan enhver funktion pa et endeligt legeme kan udtrykkes som et polynomium.
Disse er altsa de eneste eksempler pa funktioner over endelige legemer. Endelig gives der i
opgave 5 et eksempel pa en talstruktur, hvor et polynomium af grad 2 har 4 nulpunkter. Dette er
alene muligt, fordi denne talstruktur ikke er et legeme. Opgaverne kan regnes uafhaengigt af
hinanden, men det vil vaere hensigtsmaessigt at regne opgave 1 for opgave 2 og opgave 4.

AAU Play / Oktober 2020


https://www.aau.dk/samarbejde/tilbud-til-gymnasier/aau-play/

Opgave 1
Betragt legemet F5 = {0,1,2,3,4} med regnereglen 5 = 0. Vi har altsa 3 +4 = 2 (fordi 7 = 5 + 2) og
3-4=2 (fordi 12=2-5+2).

(a)
Udfyld alle indgange i nedenstaende additionstabel

+/ 0 1 2 3 4

(b)
Vi har —1 =4, da 1+ 4 = 0. Bestem veerdierne af —2, —3 og —4.

()

Hvis vi fortolker a — b som a + (—b), hvad bliver sa 3 — 4 i F5?7

(d)

Udfyld alle indgange i nedenstaende multiplikationstabel
o 1 2 3 4

(e)

Ved at kigge i tabellen ser vi, at 271 = 3 fordi 2-3 = 1. Hvad er 37! og 4717

(f)

Hyvis vi fortolker § som a - b1, hvad er % sa lig i talsystemet F5?



Opgave 2
I denne opgave betragter vi legemet med otte elementer, nemlig

Fg={0,1,a,a+1,0% a®* + a,0® + 1,0 + a + 1}
med regnereglerne 2 = 0 og o = o + 1.

Saledes har vi (a4 1) + (a? +1) = a® + @, fordi 1 + 1 = 0. Og vi har

(a4+1)-(@®+1)) = a*+a+a?+1
= atl+ata®+1

= O[2

ligesom vi har o? -0’ =t =a-a®=a - (a+1) =a? +a.

(a)

Udfyld alle indgange i nedenstaende additionstabel
+ 0 1 o a+1 a? a? +a a?+1 a?+a+1

a2 +a+1

(b)
Hvad er —(a? + a + 1) lig (hvad skal vi leegge til a? + o + 1 for at fa 0)?

()

Teaenk pa a — b som a + (—b). Argumenter for, at der i Fg geelder, at a +b = a — b (plus og minus er det

samme).



(d)

Udfyld alle indgange i nedenstaende multiplikationstabel

0 1 a a+1 a? a®>+a a?+1 a?+a+1

a?+a+1

(e)

Bestem fglgende syv veerdier ved at kigge i tabellen: 171, o™, (a4 1), (a?)7}, (a® +a)7 !, (@® +1)71
og (> +a+1)"L

(f)

Hvis vi fortolker 7 som a - b~!, hvad er -9

oq7 sa lig i talsystemet Fg?

(2)
Udregn i raekkefglge fglgende:

[ O[3
e ot=0a-0®=
e d’=a-a'=
el =qa-a=
e’ =a-af=---
Konkluder at udregningerne herefter kgrer i ring: o® = o, a? = o2, a'® =a® = - osv.

(h)

Kontroller vha. indsigten fra delopgave (g) dine udregninger i delopgave (d).



Opgave 3
Matricer spiller en helt central rolle i mange applikationer. I denne opgave betragter vi systemet bestaende
af 2 gange 2 matricer (over de reelle tal R). Det vil sige elementer af formen

¢ ]

a b e f| _|a+e b+ f
[c d]+[g h]_[c—Fg d+h]

[a b}_[e f]:[ae+bg af+bh}

hvor a,b,c,d € R.
Vi indfgrer + som falger

og - som fglger

c d g h ce+dg cf +dh

(a)
Udregn

1 2 n 0 7

4 -2 1 3
(b)
Udregn

1 2 ' 2 1

3 2 70
(c)

Argumenter for, at hvis vi teenker pa
0 0
0 0
som 0-elementet, sa er 1.3 opfyldt.

(d)

Hyvis

hvad er —A sa lig?

(e)

Argumenter for, at hvis vi teenker pa

o 7]

som 1-elementet, sa er L.7 opfyldt.

(f)
Lad

12 0 1
sl ] e e=[] ]

og udregn B - C. Hyvis ellers du har regnet rigtigt, sa har du nu vist, at B~' = C.



(2)
Udregn

2 11 |12
7 0 3 2
Sammenlign med delopgave (b), og konkluder, at systemet af 2 gange 2 matricer ikke opfylder L.5.

(h)
Lad

olii]

Argumenter for, at D~! ikke findes. Hint: Gang D pa
a b
c d
10
0 1]"°

og vis, at dette aldrig kan blive lig

Opgave 4
I denne opgave vises det pa eksempelform, hvordan enhver funktion pa et endeligt legeme kan beskrives
som et polynomium. Metoden hedder Lagrange-interpolation.

Betragt F3 = {0,1,2} med regnereglen 3 = 0. Dvs. vi har:

1
1
2
0
2

Dvs. —1 =2 og —2 = 1. Tilsvarende haves 27! =2, da 2-

a

I det fglgende skriver vi ¢ i betydningen a - b1

Betragt funktionen f fra F3 ind i F3 givet ved

f0)=1,f(1) =208 f(2) = 1.

Vi opbygger nu i et par step et polynomium, som svarer til netop denne funktion.

Step 1:
Fgrst betragter vi

(x—1)-(x—2)  2*-3z+2 __
0-D-0-2 - 21 —2 @+2

= 2. (2% +2) =222+ 1.

Dette polynomium er konstrueret saledes, at hvis vi seetter 1 eller 2 ind, sa far vi 0, men saetter vi 0 ind,
sa far vi 1. Kan du se, hvad der menes med, at det er ”konstrueret saledes”?. Eftervis ved indseacttelse i



sidste udtryk, at dette er korrekt.

Step 2:
Polynomiet

(x—0)(z—2) 22 —2r 2?+x

(1-0)-(1-2) —1 2
= 2 Y - @®+2)=2-(2* +2)=22>+22
opfylder pa samme made, at seetter vi 0 eller 2 ind, sa far vi 0, men saetter vi 1 ind, da far vi 1. Verificer

dette ved indsaettelse.

Step 3:
Polynomiet

- =2 (@ + 22)

= 2. (22 +22) =22+

er konstrueret saledes at stopper vi 0 eller 1 ind, da far vi 0, men stopper vi 2 ind, da far vi 1. Verificer
dette.

Sidste step:
Lad nu polynomiet f(x) veere givet som

flx) = (222 +1)- f(0) + (22° + 22) - f(1) + (22% + 2) - £(2).
Indseet veerdierne for f(0), f(1) og f(2) i dette udtryk og simplificer. Eftervis ved indsettelse, at der

derved er fremkommet et polynomium f(x) med de rigtige funktionsvaerdier.

Prgv med andre funktionsveerdier. Forklar hvorledes metoden genereliserer til vilkarligt endeligt legeme.

Opgave 5

Betragt et polynomium f(z) = a,2" + ay_12" "' + -+ + a1z + ag, med a, # 0 og alle a; € F, hvor F er et
legeme. Et centralt resultat i algebraen siger, at f hgjst kan have n nulpunkter i F. I denne opgave ser
vi, at et tilsvarende resultat ikke ngdvendigvis geelder, nar den givne talstruktur ikke er et legeme.

Betragt talstrukturen Z4 = {0, 1,2, 3} med regnereglen 4 = 0.

(a)

Udfyld nedenstaende additions- og mulitiplikationstabelller:

+/ 0 1 2 3




(b)

Gor rede for, at ikke alle ikke-nul elementer har en multiplikativ invers, og at Zy4, derfor ikke er et legeme.

()

Vis ved indszttelse, at f(x) = 222 + 22 har fire nulpunkter i Zy4 (til trods for, at det alene har grad 2).





