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Kan man laegge uendeligt mange tal sammen?

| videoen sa vi, hvordan man kan laegge uendeligt mange tal sammen. Mange af de argumenter, der
blev givet i videoen, er dog for upreecise til, at en rigtig matematiker vil veere tilfreds. Det vil vi forsage
at rade bod pa i disse opgaver.

| videoen blev det forklaret, at en raekke havde en veerdi, hvis dens afsnitsfglge naermede sig et tal.
Men hvordan beskriver man preecist, hvad det betyder, at en folge nsermer sig et tal i matematisk
forstand?

For at afgare, om to tal er "teet’” pa hinanden, skal vi have en made at "male” afstanden mellem to
tal pa. Det gor vi ved at bruge absolutveerdien, hvor absolutveerdien af et tal x er givet ved:

2 _(x hvisx = 0
x| = \/x_ - {—x, hvisx < 0°
Afstanden fra et tal x til et tal y definerer vi til at veere |x — y|. Eksempelvis er afstanden fra 3 til 1 lig
|3 —1| = |2| = 2, mens afstanden fra —1 til 1 er |-1 — 1| = |-2| = 2. Hvis man betragter en tallinje
og teeller mellem 3 og 1, samt -1 og 1, vil man se, at dette giver god mening. Bemaerk at vores
definition af afstand mellem tal opfylder:

Afstanden fra x til y er det samme som afstanden fra y til x: Altsé |x — y| = |y — x]|.
Afstanden fra x til x er O.
Afstanden er aldrig negativ.
Den direkte afstand er den korteste: For alle x, y og z geelder

|x —yl < |x —z| + |z —yl.
Med andre ord er afstanden fra x til y kortere end eller lig med afstanden fra x til z plus
afstanden fra z til y.

N =

Nar vi har styr pa afstanden mellem to tal, kan vi ogsa definere, hvad det betyder, at en falge naermer
sig et tal. Betragt en folge af tal {a, },,»; bestaende af tallene

aq,ay,Aa3, ., Oy, Apgty -
og et tal a. For at vi kan sige, at felgen {a,,},>1 neermer sig tallet a, bagr vi som minimum kraeve, at
der findes et tal N;, saledes at narn > N;, saer |a,, — a| < 1. Sa ved vi i hvert fald, at fra et vist trin
vil alle efterfalgende tal i falgen have en afstand til a pa hgjst 1. Hvis vi f.eks. betragter falgen {%} ,

nz1
som bestar af tallene

1
n+1"""

1 11 1
12131"'Jnl

sa vil vi have, at |% — O| < 1, narn = 2. Men det er ikke nok til, at vi kan sige, at {a, },=1 narmer sig

a, fordi det kunne veere, at afstanden |a,, — a | altid vil veere starre end 0,5. Sa vi bar ogsa kreeve, at
der findes et tal N, 1, séledes at nérn > N, 1, sa er |a,, — a| < 0,1. S& ved vi i hvert fald, at fra et vist
trin vil alle efterfglgende tal i falgen have en afstand til a pa hejst 0,1. Hvis vi igen betragter eksemplet

med {%} , vil vi have, at |% - 0| < 0,1, narn = 11. Men er vi kommet teet nok pa nu? Svaret er nej,
nz1

fordi det godt kunne ske, at |a,, — a | altid er stgrre end 0,05. Vi skal altsa teettere pa! Man kunne
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fortseette og kraeve, at der findes et tal Ny o, sé at |a,, — a| < 0,01, narn = Ny o4, Osv. i det uendelige.
Det er faktisk det, vi vil ggre, men vi skriver det pa en lidt smartere made:

Folgen {a, },>1 konvergerer mod a, hvis der for alle € > 0 findes et tal N, sdledes at nar
n = N sder

la, —al <€,

Vi skriver, at lim a, = a.
n—-oo

Ovenstaende definition er, hvad en matematiker forstar ved, at en fglge naermer sig et tal. Bemaerk,
at matematikere kalder dette for konvergens. Bemaerk ogsa, at vi i stedet for at bruge tallene 1; 0,1;
0,01, osv. bruger bogstavet €. Man kan taenke pa € som et meget lille tal.

Vi giver nu to eksempler pa, hvordan denne definition anvendes.

1. Betragt folgen {a, },>, hvor a,, = % Vi vil vise at denne folge konvergerer mod
(neermer sig) 0. Altsa skal vi vise, at for alle € > 0 findes et tal N saledes at

1 1

‘——0‘ =—<e€

n n
narn > N.

Lad € > 0 veere vilkarlig. Uligheden % < € er &ekvivalent med até < n. Sa hvis vi
veelger N > 1/e€, sa geelder forn > N at% < % <eE€.
2. Betragt folgen {a,},»1, hvor a,, = n" for r < 0. Vi vil vise at denne fglge

konvergerer mod (neermer sig) 0. Altsa skal vi vise, at for alle € > 0 findes et tal N
saledes at

[n"—0]=n"<e
narn > N.

Lad € > 0 veere vilkarlig. Uligheden n" < € er aekvivalent med at (é) <n~".Da
—r > 0 kan vi tage en —r’te rod pa begge sider af uligheden og bevare

1
ulighedstegnet. Altsa far vi, at n” < € er sekvivalent med G)_r < n. Sa hvis vi

1

veelger N > G); sageelderforn> N atn” < N" <e.
Vi vil senere skulle bruge felgende resultat, men det er for teknisk at bevise her:

Lad {ay,}ns1 veere en folge som er voksende (altsd der geelder at a,, < a,, . for allen)
og opadltil begreenset (altsd der findes et tal M sa a,, < M for alle n). Sd er folgen
{a, }>1 konvergent.

Opgave 1: Konvergens.

Lgs felgende opgaver om konvergens af fglger:
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. _(x, hvisx =0
1.1. Argumentér for, at Vx2 = {_x’ hois x < 0

1.2. Vis at |x —y| = |y — x|. Hint: Brug, at \/(x — y)? = /((-1)(y — x))?
1.3. Brug samme metode som for%til at vise, at lim ﬁ =0, hvora,b > 0.

n—oo

1.4. Bernoullis ulighed siger at (1 + x)™ > 1 + nx, for alle heltal n > 0 og alle x > —1. Vi skal
bruge dette til at vise at lim a™ = 0, for alle a som opfylder —1 < a < 1.
n—-oo

a. Ladx = ﬁ og argumentér for, at x > 1.

b. Brug Bernoullis ulighed til at vise, at
M=A+Ex-1D)"=1+n(x—-1).
c. Brug punkt a. og b. til at vise, at

lal™ <

1+n(x—1)
d. Argumentér for, at |a|™ = |a™|, og brug dette sammen med punkt c. samt opgave 4 til
at vise, at lim a™ = 0.
n—oo

Opgave 2: Rekker

2.1. |videoen blev det vist, at
n

P E NI N
2 4 8 B 2) 7

n=0
| denne opgave skal vi vise, at der for —1 < a < 1 gaelder, at

1
1—a

1+a+a2+a3+-~=2a"=

n=0

a. LadS, =1+a+a?+ -+ a". Argumentér for at
A-a)S,=1+a+a’+-+a")—(a+a’>+a®>+-+a"1)=1-qa""

b. Brug a. til at vise, at

c. Argumentér vha. b. og opgave 1.5. for, at

1
n_ L —
Za —Al_r,f}osn_l_a'

n=0

| de naeste opgaver skal vi vise at fglgende resultat, som blev praesenteret i videoen:

Raekken

o 1

2.7

n=1
er konvergent for p > 1 og divergent for p < 1. Tilfeeldet p = 1 er den geometriske raekke, og i
videoen sa vi at hvis Sy = Z,"{zlﬁ sa geelder at
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S 1+1+(1+1)+(1+1+1+1)+ +( LI +1)
N7 37 T 56778 2N-1 11 2N
>1+1+(1+1)+(1+1+1+1)+ (1+ +1)
=727\, 8 2N 2N
14N
- 2

hvilket viser at den harmoniske raekke ubegraenset og derfor divergent.

Y

N\

7777'
777 Wiy

1 2 3 4 5 6 7 8 9
T
Figur 1: Approksimation af arealet under g/‘q/'en_/'o/’xip
2.2. Antag, atp < 1. Vivil vise, at reekken Y, li er divergent.
a. Argumentér for, at— >- forn =1273,.
b. Brug a. til at vise, at
1+1+1+ +1<1+ ! + ! + ot !
2 3 2P 3P np’

c. Brug b. samt divergensen af den harmonlske reekke til at argumentere for, at Z;?:l%
divergerer, narp < 1.

2.3. Antag nu, at p > 1. Vi skal se, hvordan integralregning kan anvendes til at bevise

1
konvergensen af Z;‘{’zln—p.

a. Argumentér ud fra Figur 1 for, at f@lgende ulighed geelder:

—<1+J—dx

b. Vis, at
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1
f—dx——(Nl P—1)
c. Brug a. og b. sammen med 2. fra indledningen til at argumentere for, at
- 1
1_r
n? p-1

n=1

d. Argumentér for, at afsnitsfalgen Sy = Z,"{zlnip er voksende, og brug dette sammen med

resultatet i indledningen til at argumentere for, at Z;‘lenip er konvergent, narp > 1.

Opgave 3: Elementzere funktioner

Funktionerne sin(x), cos(x) og eksponentialfunktionen exp(x) = e* kan beskrives som en seerlig
slags raekke; sakaldte potensraekker. Disse kan taenkes pa som polynomier med uendelig grad.

3.1.

3.2.

Der geelder for alle x at exp(x) = Z;‘{’ZOJ;—T, hvorn!=1-2----n (og 0! = 1). Det kan

vises, at eksponentialfunktionen kan differentieres ved at differentiere raekken ledvist:

d
exp’(x) = To gt

a. Vis, atexp(0) =1.
b. Brug reglen om ledvis differentiation til at vise, at exp '(x) = exp(x).

1
n
i D] samt at cos(x) = Yo o(—1) (Zn)"

hvor n! =1-2-.----n. Det kan vises, at man ligesom for eksponentialfunktionen kan
differentiere de to raekker ledvist.

Der geelder for alle x at sin(x) = Yo _o(— =

a. Vis at cos(0) =1 og at sin(0) = 0.
b. Brug reglen om ledvis differentiation til at vise, at sin’(x) = cos(x).
c. Brug reglen om ledvis differentiation til at vise, at cos’(x) = —sin(x).

Opgave 4: Ekstra opgave for den flittige gymnasieelev.

Vi har set, at reekken Z;‘{;lﬁ konvergerer for p > 1, men faktisk kan man give mening til reekken for

alle tal p (undtagen 1) pa formen s = a + ib, hvor a og b er reelle tal og i er den sékaldte imagineere
enhed, der opfylder i? = —1. Vi vil ikke komme naermere ind pa detaljerne her. | den forbindelse
definerer man funktionen

[oe]

a(s) =Z

n=

Det kan vises at {(—2n) = 0forn =1,2,3, ...

41.

Vis, at alle andre punkter s, som opfylder {(s) = 0, er pa formen s = % + it, hvor t er

et reelt tal. (Dette problem kaldes ogsa Riemann hypotesen og er et af de mest
bergmte ulgste matematiske problemer. Der er udlovet en "dusgr” pa 1 million dollars
for lgsningen af problemet (http://www.claymath.org/).)

AAU Play / april 2021


https://www.aau.dk/samarbejde/tilbud-til-gymnasier/AAU+Play/
http://www.claymath.org/

